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Kapitola 1

Uvod

1.1 Cile

V tomto modulu jsou obsazeny zakladni pojmy z teorie realné funkce jedné realné

proménné. Jen struc¢né si pfipomeneme néekteré zakladni vlastnosti funkei, které
jsou probirany na stfednich skolach. Uvedeme si rizné zpusoby zadani funkci
a moznosti jejich grafického znézornéni pomoci kartézského grafu funkce. Zave-
bude spocivat ve zvladnuti elementarnich funkci, které budou studenti pouzivat
v navazujicich modulech matematiky, fyziky, mechaniky a dalSich pfedmétech vy-
ucovanych na fakulté. Rozebereme podrobnéji obsah jednotlivych odstavct mo-
dulu:

2.1 Po zopakovani zakladnich pojmt z teorie realné funkce jedné realné pro-
ménné je uvedend tabulka elementarnich funkci, které jste jiz probirali na stredni
skole. Je potrebné znat grafy téchto funkci, abychom mohli v dalsich ostavcich
studovat jejich vlastnosti (nékteré z téchto funkei jsou zopakovany v odstavci 8).

2.2 Vzhledem k tomu, ze v mnohych dalsich partiich matematické analyzy se
budeme setkavat s absolutni hodnotou (naptiklad v integralnim poctu), vénujeme
se jejimu procviceni v tomto odstavci. Musite umét urcit grafy jednoduchych
funkci s absolutni hodnotou. Promyslete si také uvedené vlastnosti absolutnich
hodnot.

2.3 Meli byste umét urcovat defini¢ni obory slozenych funkci a pro jednodussi
slozené funkce nakreslit jejich grafy pfedevsim s vyuzitim transformaci posunuti.

2.4 Ve tvaru tabulky jsou prehledné shrnuty zékladni vlastnosti funkeci. Méli
byste jim dobfe porozumét, protoze v dalSich ivahach budeme s témito pojmy
stale pracovat. Pro kontrolu porozumeéni zakladnim vlastnostem funkci je zafazen
autotest, ktery si peclivé vyteste.

2.5 Seznamite se s parametrickym zadadnim funkce. Zapamatujte si dobte
parametrizaci kruznice, elipsy, cykloidy, usecky. Budete je vyuzivat pri feseni tloh
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na geometrické a technické aplikace urcitého integralu a u kiivkovych integrali.

2.6 Jde o dilezitou problematiku inverznich funkci. Detailné si projdéte vy-
feseny priklad a na zékladé dobrého porozuméni reste priklady ze cviceni.

2.7 Opét jde o velmi dilezitou problematiku. Je zapotfebi umét délit poly-
nomy, urcovat kofeny polynomu a jejich rozklady v realném oboru s vyuzitim
Hornerova schématu a zakladnich vlastnosti polynomu. Porozumét nasobnosti
kofenti polynomu a urcovani znaménka. Nejdtilezitejsi problematikou je pak roz-
klad racionalnich funkci na parcialni zlomky. Dobré zvladnuti této problematiky

je nezbytné pro pozdéjsi integrovani. Proto se snazte uvedeny autotest vytesit se
stoprocentni tispésnosti.

2.8 Jsou strucné zopakovany goniometrické funkce a jejich vlastnosti a za-
vedeny cyklometrické funkce jako funkce inverzni ke goniometrickym. Po pfi-
pomenuti funkci exponencialnich a logaritmickych jsou shrnuty jejich zakladni
vlastnosti. Jejich uzitim jsou zavedeny hyperbolické a hyperbolometrické funkce.
Meli byste znat jejich grafy a tim i jejich definiéni obory a zékladni vlastnosti.

1.2 Pozadované znalosti

Pro potteby zvladnuti tohoto modulu predpokladédme znalosti studentii v rozsahu
latky, ktera je probirana na stfednich skolach a do jisté miry zkousena u piijima-
cich zkousek na fakultu.

1.3 Doba potrebna ke studiu

Cas potiebny ke zvladnuti tohoto modulu je odhadnut pro primérného studenta
jako hodnota nejméné 24 hodin.

1.4 Klicova slova

Funkce, funkce sloZena, parametrické zadani funkce, funkce inverzni,
polynom, racionalni funkce, elementarni funkce.

Problémem tohoto tvodniho modulu je skutec¢nost, ze potencidlnich klico-
vych slov je pomérné velké mnozstvi. Proto je na konci modulu zatfazen Rejstrik,
ve kterém jsou klicova slova pfehledné usporddana i s odkazy na odpovidajici
stranky:.

1.5 Metodicky navod k praci s textem

Ucebni text je napsan velmi pristupnym zptisobem. Vyrazné jsme omezili strohy
zptusob vykladu provadény formou definice—véta—diikaz, ktery je vétsinou obvykly
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v matematické literature. Doufame, ze se vam modul bude piijemné studovat a ze
se vam podafi rychle tuto problematiku zvladnout. Je pritom nutné si uvédomit,
ze v tomto modulu jsou vylozeny nejzakladnéjsi pojmy matematické analyzy,
které je pro dalsi studium nezbytné dobie pochopit. K tomu vam poslouzi vybér
prikladt ve cvicenich a autotestech. Soubory tloh je potfebné povazovat za mi-
nimalni. Na nich byste si méli ovérit, zda jste pochopili zdkladni pojmy a tvrzeni
o nich. Pripominame, ze v autotestech mutze byt spravné i vice uvadénych vy-
sledki, ale vzdy je spravny alespon jeden vysledek. Nesnazte se spravné odpovéedi
pouze odhadovat. Naopak, nejprve si projdéte priklady fesené v textu a na za-
kladé jejich pochopeni si detailné vypoctéte priklady ve cvicenich i autotestech.
Kazdy krok i vysledny zavér si dikladné zdtvodnéte. Pro ziskani pocetni zruc-
nosti a vétsi zkusenosti je potiebné si vyresit dostatecny pocet dalsich priklada
ze sbirky, uvedené v seznamu literatury.

1.6 Oznacdeni

Prehled zakladnich uzivanych pojmi a oznaceni

Logické spojky a kvantifikatory

oznaceni nazev ¢teme
A konjunkce a
PAQ plati P i@
Vv alternativa nebo
(disjunkce)
PVvQ plati P nebo Q)
= implikace implikuje (vyplyva)
P=qQ jestlize plati P, pak plati )
z P plyne @)
P je postacujici pro ()
& ekvivalence  pravé kdyz

P plati praveé tehdy, kdyz plati @
P je nutné a staci pro Q)

v obecny pro vSechna

kvantifikator
Ve e M;V(z) pro kazdy prvek x € M plati V(x)

kazdy prvek z € M ma vlastnost V' (x)

= existenc¢ni existuje

kvantifikator
dr e M;V(x) existuje prvek x € M s vlastnosti V' (z)
3! existuje pravé jedno
Az e M;V(x) existuje pravé jeden prvek x € M

s vlastnosti V(x)
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Mnozinova symbolika

oznaceni ¢teme
reA x je prvkem mnoziny A
g A x neni prvkem mnoziny A
{r e A V(x)} mnozina vSech prvki mnoziny A,
které maji vlastnost V(z)
0 prazdna mnozina
A={ay,a9,...,a,} mnozina A je uréend prvky ai,as, ..., a,
A=B & (Vr)(x € A) & (x € B) rovnost mnozin
mnoziny A, B obsahuji tytéz prvky
ACB<& (Vx)(xr € A) = (xr € B) A je podmnozina B

kazdy prvek mnoziny A je také
prvkem mnoziny B

AUB={z;(x € A)V (z € B)}

sjednoceni mnozin A, B
mnozina obsahujici vSechny prvky
mnoziny A i mnoziny B

ANB={x;(x € A)N(x € B)}

prinik mnozin A, B
mnozina téch prvki, které patii
soucasné do mnoziny A i do mnoziny B

A—B={x;(x € A)AN(x & B)}

rozdil mnozin A, B
mnozina téch prvkd mnoziny A,
které nepatii do mnoziny B

Ax B={(a,b);(ac A)A(be B)}

kartézsky soucin mnozin A, B
mnozina vSech usporadanych dvojic (a,b)
takovych, ze a € A,b € B

Ciselni osa a jeji podmnoZiny

oznaceni

N={1,2,...,n,...}
Z=A...,—n,—nm+1,...,-1,0,1,1,2,... n,..
Q={zcRo=" mecZ ncZ—

R = (—o00,00)

R* = (0, 00)

Ry = (0, 00)

R* =R U {00, —00} = (—00, 00)

¢teme

mnozina prirozenych ¢isel
mnozina celych ¢isel, n € N
mnozina racionalnich cisel
mnozina realnych cisel
mnozina kladnych
realnych cisel

mnozina nezapornych
realnych cisel

mnozina realnych cisel
rozsitena o nevlastni body

3,
{0}}
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Intervaly

Predpokladame a < b, a,b € R.

oznaceni ¢teme

(a,b) = {xr € R; a <x <b} wuzavieny interval —
(a,b) ={r € R; a <z < b} otevieny interval - ;
(a,b) = {xr € R; a <z <b} polouzavieny interval —
(a,b) ={r € R; a <z < b} polouzavieny interval —
(a,00) ={x € R; z > a} o0
(a,00) ={x € R; z > a} P
(—o0,b) ={z € R; z < b} S
(—o0,b) = {z € R; x < b} )

Okoli bodu

Predpokladame zo € R, 6 € R,§ > 0,h € R.
oznadeni Cteme

(29,6) = (xo — 9,20 +6) J—okoli bodu zg
P(z9,9) = U(xg,0) — {xo} prstencové (ryzi) d—okoli bodu g

U (x,0) = (zg, 20 + 0) pravé d—okoli bodu x

U (x,0) = (zg — 0, x0) levé d—okoli bodu xq

Pt (x0,9) = (z0, 20 + 9) pravé prstencové d—okoli bodu x
P~ (x0,0) = (g — d, 70) levé prstencové d—okoli bodu x

Oo=———f—0
ZEQ—5 o l’()—i‘(;

ZL‘O—5 i I0+5

f—o
ZTo :170—1—5

o—
$0—5 Zo

o——0

To To+ 0

o——o

.CE()—(S Zo

U (00, h) =P~ (00, h) = (h,o0

okoli bodu oo

(Coo 1) = P(e00.h) = U (=00, h) = P (=0, h) = (=50 )

okoli bodu —oo
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Kapitola 2

Realna funkce jedné realné
promeénné

2.1 Pojem funkce

Pti vysokoskolském studiu prirodovédnych a technickych predméti se
seznamite s mnoha rizné slozitymi funkénimi vztahy. Pfipomenme si
nékteré jednodussi funkéni zavislosti, se kterymi jste se setkali jiz na
stfedni skole, a které budete i nadale vyuzivat:

e plosny obsah rovnostranného trojuhelnika o strané a je roven
2
P =23
3

e objem koule o poloméru r je roven V = %777’ ,

e kineticka energie hmotného bodu o hmotnosti m, ktery se pohy-

buje rychlosti v je dana vztahem Fj = %mvz;

e vychylka u z rovnovazné polohy harmonického pohybu je dana
vztahem u = w,, sin (wt + o), kde u,,, w, po jsou konstantni ve-
liciny;

e zobrazovaci rovnice ¢ocky je dana vztahem 1/a + 1/a’ = 1/f,
kde a je predmétova vzdalenost, a' je obrazova vzdalenost, f je
ohniskova vzdalenost cocky.

Funkéni zavislosti zde ukazuji vztahy, kterymi jsou mezi sebou vazany studované
proménné veliciny. Jestlize si odmyslime geometricky, fyzikalni nebo technicky
vyznam proménnych veli¢in, dostaneme se k matematické charakterizaci zaklad-
niho pojmu matematické analyzy — realné funkci jedné realné proménné.

l‘
Definice 2.1.1: Rekneme, Ze funkénim predpisem y = f(x) je urcena
realna funkce [ jedné realné proménné x, jestlize
a) je dan obor A C Ey ,pripustnych® redlnyjch hodnot nezavisle proménné z,
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b) kazdému x € A je pritazena pravé jedna redlnd hodnota zdvisle proménné y
dle funkéniho predpisu y = f(x).
A
Uvedené zadani funkce f téZ nazyvame jejim explicitnim zadanim a fi-
kame, ze proménnd y je vyjadiena explicitné funkci proménné x. Mnozinu
A = D(f) nazyvame definiénim oborem funkce f, mnozinu vSech funké-
nich hodnot nazyvame oborem funkcénich hodnot funkce f a znacCime jej
H(f) = f(A). Funkci f pak casto zapisujeme ve tvaru

f:y=f(x), ze€A

Pokud neni defini¢ni obor zadan, pak za néj budeme pokladat tzv. prirozeny
definiéni obor, coz je mnozina vSech realnych ¢isel, pro které méa funkéni predpis

y = f(x) smysL

Z uvedené definice funkce vyplyva, Ze funkce f a ¢ jsou si rovny (piSeme
D(g) = A, 2) f(z) = g(z) pro kazdé = € A.

Nyni si pfipomeneme funkéni piedpisy nékterych elementarnich funkeci,
s nimiz jste se seznamili na stfedni skole.

f=49), kdyz 1) D(f) =

7 € (—00,0) U (0, 0)

predpis predpoklady nazev
1. |y=k EeR, ze€R konstantni funkce
2. |ly=ax+b a,b e R, a#0, r €R|linearni funkce
3. |y=|z| reR absolutni hodnota
4. |y=2a" neN, zeR mocninna funkce s pfirozenym
exponentem (grafem je parabola
n—tého stupné)
y=z"=1/z™" | —-neN mocninnd funkce s celym

zapornym exponentem (grafem
je tzv. hyperbola stupné n)

5. |y=x neN, n>2 n—t4 odmocnina

n sudé, x € (0, 00)
y=J/x neN, n>2 n—t4 odmocnina

n liché, r € R

6. |y=sinx relR sinus

7. |y=cosz reR kosinus

8. |ly=tguz reRx#(2k+1)7 |tangens
keZ

9. |y=cotgx re€R,x#kr,keZ |kotangens

10. |y =a” a>0,a#1,xeR exponencialni funkce o zakladu a

11. |y =¢" reRe=271... exponencialni funkce o zakladu e

12. |y =log, x a>0,a#1 logaritmicka funkce o zakladu a
z € RT =(0,00)

13. |y=Inz =log

xr € RT =(0,00)

pfirozeny logaritmus (o zdkladu e)
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2.2 Graf funkce

Zadanou funkci f si ¢asto zndzornujeme uzitim (kartézského) grafu funkce f,
ktery ziskdme jako mnoZinu téch bodi [z,y] v roviné (se zavedenou kartézskou
— pravothlou soustavou soufadnic (0; z,y)), jejichZ prvni soufadnice z je prvkem
D(f) a druha soufadnice je rovna y = f(x). Muzeme tedy psat

Grf = graf f:={[z,y] € Ey; v € D(f), y = f()}.

Poznamka. Mame-li zjistit, zda zadany graf je grafem néjaké explicitni
funkce y = f(x), pak staci ovérit, ze kazda rovnobézka s osou y protne graf
nejvyse v jednom bodé. Jinak by totiz k néjakému prvku xg existovalo vice
ruznych funkénich hodnot, coz je ve sporu s pozadavkem jednoznacnosti,

uvedeném v definici funkce.

Obrazek 2.1:

b)

Obrazek 2.2:
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N\ J/} . , »
—>| Cviceni 2.2.1: Reste priklady:

a) Rozhodnéte, zda jde v Obr. 2.2 o grafy funkei f : y = f(z) (zdivodnéte
pro¢) a urcete z grafti obory D(f) a H(f).

1) f:y=2z+1, r € (—1,2)
b) Nacrtnéte grafy funkei 2) g:y = —3z+2, reR
3) h:y=(42% — 9)/(2x + 3).

Absolutni hodnota realného é&isla

xr pro x>0,
f(z) = |z| = max{x, —x} = 0 pro z=0,
—x pro x<0.

Pro vsechna xy, x5 € R plati

’I1| lea
|21 + 22| < 21| + |22],
[|21] — [22| < |21 — 22| < 21| + |22,
|21 - 22| = |21] - |72,
|%| = [zl pokud s # 0.

lz2]?

0¢| Priklad 2.2.1: Nakreslete graf funkce f:y = |2 — 2| — |22 — 9.
Reseni: Ciselnou osu rozdélime nulovymi body (kofeny) vyrazii v absolutnich

hodnotach na intervaly, v nichz tyto vyrazy neméni znaménko.

znam (2 — x) * - -
2 9
2
znam (22 — 9) — - T -
2 )
Podle definice absolutni hodnoty v intervalu (—oo0,2) je [2 — x| = 2 — =z,

|22 — 9| = —(22 — 9) = 9 — 2z a tedy celkem dostavame:
r€(-00,2)= friy=2—x+2r—-9=x-T1.
Analogicky ve zbyvajicich intervalech plati:
r€(2,9/2) = fory=0—-2+42x—-9=3r—11,

r€(9/2,00) = fy:y=0—-2—-20+9=—x+T.
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Obrazek 2.3:

Cviceni 2.2.2: Nakreslete grafy funkci

a) f(x) =12+ x|+ |3z — 1],
b) g(z) = |22 — 1| — |3 + 2z|,
c) k(z) = |2? — 1.

Umluva. Pokud nebude fedeno jinak, budeme v dalsim pod stru¢nym
oznacenim funkce vzdy rozumét redlnou funkci jedné realné proménné.
Namisto oznaceni f:y = f(x) budeme také mnohdy uzivat zapis pouze
funkéniho predpisu, napt. misto f : y = 22 pouzijeme zéapis f(z) = 22. Po-
kud nebudeme potifebovat zdiraznit, Ze jde o funkci f, pak také pouzijeme

zépisy y = 2 nebo x — z2.

2.3 SloZena funkce

V matematické analyze i v technickych oborech se budete prevazné setkavat
s komplikovanéjsimi funkcemi, které lze ziskat tzv. skladanim funkci. Dosadime-
li totiZ za nezdvisle proménnou u ve funkénim pfedpisu y = f(u) pro funkci f
vyjadieni zavisle proménné u z funkéniho predpisu u = g(z) pro funkeci g, pak
dostaneme funkéni predpis pro tzv. sloZenou funkci h = f(g) = f o g, pro
kterou plati
h:y= f(g()).

Funkci f nazyvame vnéjsi sloZkou, funkci g vnitrni sloZkou slozené funkce
h. Je-li napiiklad f : y = Inu, ¢ : u = sinz, pak pro sloZenou funkci h = f(g)
plati A : y = Insinx. V konkrétnich tlohach na sklddani funkci je casto nezavisle
proménnd oznacovana stale pismenem x a zavisle proménnd pismenem y, i kdyz
jde o rtzné funkéni predpisy.
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@ Piiklad 2.3.1: Urcete funkéni predpisy pro slozené funkce h = f(g),
k= g(f), jestlize

. r—1
a) f(x) =V, g(x) =sinz, b) f(z)=2", g(zx) = -
r+1
Resent:
z—1\° 3 —1
a) h:y=Vsinz, k:y=sin\z, b)h:y:(x+1> ,k:y:x3+1.

Cviceni 2.3.1: Urcete funkéni predpisy pro h = f(g),k = g(f), je-li

a) f(2) = Ve =1, g(e) =a® +1, b) f(2) = 57—, gle) =2+¢".

Vv Komentéar 2.3.1:

(¢) Chceme-li zjistit piirozeny defini¢ni obor slozené funkce h = f(g), pak
musime ur¢it takovd z € R, pro kterd mé funkéni piedpis y = f(g(x))
smysl. Jde zfejmé o takova x z D(g), pro néz g(z) € D(f). Je-li naptiklad
h:y =Insinx, pak z defini¢cniho oboru funkce sinus musime vzit pouze
takova x, pro kterd sinx > 0, nebot pak bude také definovana funkéni hod-
nota Insin . Protoze sinus je kladny v intervalech tvaru (2km, (2k + 1)7),
k € Z, mtzeme psat D(h) = Ugez(2km, (2k + 1)).

P1i vypoctu limit, derivaci a integralit budeme naopak rozkladat zadané
slozené funkce na slozky. Zptusob rozkladu bude zavisly na konkrétni feSené
tloze. Jednu z variant rozkladu si mizeme ptiblizit na vypoctu funkénich
hodnot na kalkulacéce, napfiklad pii vypoctu funkéni hodnoty h(9) funkce
h : y = Insinz. Nejprve vypocteme vy = sinxyg = sin9 a pak teprve
Yo = Inwug = Insinzg = Insin 9. Symbolicky

?0 g up = g(xo) ! Yo = f(uo)

L ]

h

(1) Na ptikladech si ukdzeme, jak je mozné ze zndmych grafi nékterych
kvadratickou funkci y = —222 4+ 4z 4+ 1, z € R, a zkusme nalézt jeji graf.
Upravami dostaneme y = —2(x — 1)2 + 3 a graf pak mtizeme postupné ob-
drzet v krocich a),b),c),d), e) viz obrazek 2.4.

(eet) Podobné postupujme v pripadé funkce y = (2z + 3)/(x + 1), z # 1.
Mizeme psat y = 2+ 1/(x + 1), pomoci posunuti grafu funkce 1/z o jed-
notku doleva ve sméru osy x a o 2 jednotky ve sméru osy y ziskdme hledany
graf (viz obrazek 2.5).
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2
b}y"(\x- 1)

T4

2
e)y=-2(x-1)+3

)

7
-~ AR
.fﬂgi

/ \
/ 4

d)y=-20x-1)%

Obrazek 2.4:

Priklad 2.3.2: Urcete defini¢ni obor funkce f :y = /222 — 5x — 3.

Reseni: Mame urcit takova realna ¢isla, pro kterd plati 222 — 52 — 3 > 0.
Vypoé&itame-li kofeny (nulové body) polynomu 222 — 5x — 3, dostaneme rozklad
222 —5r—3 = (2z+1)(x—3) a fesenim nerovnice (2x+1)(z—3) > 0 je sjednoceni
intervali (—oo, —1/2) a (3,00). Tedy D(f) = (—o0,—1/2) U (3, 0).

A

Priklad 2.3.3: Zjistéte, zda se rovnaji funkce

]

422 — 9

fiy= 2¢ + 3

g:y=2xr—3

na svych pfirozenych defini¢nich oborech.

N

Reseni: A¢koliv je mozno funkéni predpis pro funkci f formalné upravit

42% — —
=9 (2x + 3)(2z — 3) _or 3
2x + 3 2x 4+ 3

je jasné, Ze posledni rovnost plati pouze pro x # —3/2. Defini¢ni obory funkci
1.9 jsou D(f) = R — {~3/2}, D(g) = R a funkee f # g.
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y=2+1(x+1)

Byy=1/(x+1)

Obrazek 2.5:

@ Ptiklad 2.3.4: Je déna funkce f : y = 322 — 4z + 1. Vyjadiete a upravte podil
fla+h) — f(a)

7 pro h #0.
Resent:
fla+h)—f(a) 3(a+h)?—4(a+h)—1-3a*+4a—1)
h B h B
_ 6ah + 3h* — 4h

N =6a+3h—4 pro h#D0.

Cviceni 2.3.2: Reste piiklady:

1) Urcete defini¢ni obor funkce f:y =6 —x — 1222
2) Je déna funkce f :y = 22% + 3z — 4. Vyjadiete a upravte podil
fla+h) = f(a)
h

pro h #0.
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2.4 Zakladni vlastnosti funkci

l'
Oznac¢ime D(f) defini¢ni obor funkce f a M C D(f), kde M méa alespon dva prvky.
Zakladni vlastnosti funkci si pfipomeneme tabulkou:

vlastnost podminka priklad
Yy y==k
f
1. | f je shora ohraniend na M | existuje ¢islo k € R x
takové, zef(z) < k
’ - M =0
pro vSechna x € M {0, 00)
L Y
74 x
2. | f je zdola ohranicena na M | existuje ¢islo h € R _f4 y=h
5, 7 >
takovie, zef(x) > h M = (—o0, 1)
pro vSechna x € M
Yy y==k
: ;E

3. | f je ohrani¢ena na M existuji ¢isla h, k € R fﬁﬂ
takov?, ze h < f(z) <k MR
pro vSechna x € M

LY
f(x2)
Fz1)]

4. | f je rostouci na M pro vSechna z1,z9 € M f T . T
s vlastnosti x1 < o 1 T2
plati f(z1) < f(z2) M=R

)
—L

5. | f je klesajici na M pro vSechna x1,72 € M f .- T
s vlastnosti z1 < z9 1 T2
plati f(z1) > f(z2) M=R
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vlastnost podminka priklad
WY
f je neklesajici na M | pro vSechna x1,z0 € M / . T
) a b
s vlastnosti 1 < x9
plati f(z1) < f(x2) M = {a,b)
WY
N
f je nerostouci na M | pro vSechna x1,x9 € M .,z
. a b
s vlastnosti x1 < o
plati f(z1) > f(z2) M = {a,b)
f je ryze (ostie) f je rostouci nebo
monoténni na M klesajici na M
f je monoténni f je nerostouci nebo
na M neklesajici na M
Y
f je sudd na M 1. pro kazdé x € M také (—x) € M T
2. pro kazdé z € M —2 2
plati f(—z) = f(z) M =(-2,2)
a) M musi byt symetrickd vzhledem k pocatku,
b) graf funkce f je symetricky vzhledem k ose y.
-1 x
1
f je lichd na M | 1. pro kazdé x € M také (—x) € M
2. pro kazdé x € M plati f(—z) = —f(z) M= (-1,1)

a) M musi byt symetricka vzhledem k poc¢atku,
b) graf funkce f je symetricky vzhledem k pocatku.
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12. | f je periodicka Existuje ¢islo p € R, p > 0, takové, zZe
na M s periodou p | 1. pro kazdé x € M také z £ p € M,
2. pro kazdé x € M plati

fx+p) = f(z)

M=R, p=38
je zakladni perioda

(v prikladu je p = 8).

Nejmensi periodu (pokud existuje) nazyvame zakladni (primitivni, ryzi)
periodou funkce f. Graf funkce se opakuje po tsecich, jejichz délka je p

2.4.1 Testovaci ulohy

AUTOTEST 2.4.1: Zakladni vlastnosti funkeci.

funkéni predpis vlastnosti funkce f
flxy=a22+z+1
a b c

1. | grafem funkce f je hyperbola parabola elipsa
2. | obor hodnot H(f) je (1,00) (—1,00) (3/4,00)
3. | fjev D(f) ohranicena | shora ohrani¢end | zdola ohranicend
4. | fjev D(f) suda lich4 ani sudé ani licha
5. | f je klesajici v intervalu | (—o0,0) (=00, —1/2) (—=1/2,00)
6. | f je prosta v D(f) (—o0,—1) (—00,—1/2)

2.5 Parametrické zadani funkce

V nékterych aplikacich se ukazuje, ze je nevyhodné pracovat s funkcemi zadanymi

explicitné. Pfitom se ndm mnohdy podaii vyjadiit kartézské soufadnice [z,y]

bodt grafu jako funkce néjaké nové proménné ¢, kterou pak obvykle nazyvame

parametrem.

Méjme funkci f, jejimz grafem je ¢tvrtkruznice lezici v 1.

kvadrantu se

stfedem v pocatku a polomérem r = 2. Zvolme si za parametr ¢ thel,
ktery svira tsecka urcena body O, P s kladnym smérem osy .
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t .." . €T
O 2

Pak pro kartézské soufadnice [z,y| bodu grafu funkce f plati x = 2cost,
y = 2sint. Pro bod A = [2,0] dostavame parametr ¢ = 0, pro bod
B = [0,2] je hodnota parametru ¢ = =/2. Zadame-li tedy funkce
x = 2cost, y = 2sint a interval (0,7/2) pro parametr ¢, pak mno-
Zina bodi [z,y] € Ey takto urcenéd je grafem funkce f a fikdme, Zze
funkce f je zadana parametricky. Je vhodné si uvédomit, ze pokud bychom
uvazovali tytéz funkce © = 2cost, y = 2sint na oboru parametrti napf.
(0,27), pak grafem je celd kruznice, a protoze se nejednd o graf funkce,
nelze hovofit ani o parametrickém zadani funkce. V tomto pfipadé hovo-
fime o tzv. parametrickém zadani krivky. VSimnéme si také toho, Ze pro
body grafu funkce f (zvolena Gtvrtkruznice) plati 22 + y? = 4 a funkece f
mé proto explicitni vyjadfeni f : y = v4 — 22, x € (0, 2). Kdybychom nyni
dosadili do tohoto predpisu x = 2 cost z parametrického vyjadieni, pak pro
y vyjde pozadovany vztah y = 2sint, a to pro vSechna t € (0,7/2).

Znalost explicitnitho vyjadfeni funkce f ndm umoziuje i tzv. pfirozenou
parametrizaci, kdy za parametr ¢ zvolime nezavisle proménnou x a pro zavisle

proménnou dostaneme z explicitniho vyjadieni predpis y = V4 — 2, t € (0, 2).

Definice 2.5.1:  Obecné pak rekneme, Ze funkcemi x = g(t),y = h(t), definova-
nymi na oboru parametru M C R, je urcend parametricky funkce f, jestliZe
mnozina vSech bodu [x,y] € Ey takoviyjch, Ze x = g(t),y = h(t),t € M, je grafem
funkce.

A

Dalsi casto se vyskytujici kifivkou je elipsa, jejiz nékteré ¢asti jsou opét
grafy funkci. Z konstrukce elipsy je zndmo (viz deskriptivni geometrie),
ze body elipsy muizeme ziskat jako priseciky kolmice vedené bodem P
na hlavni osu a kolmice vedené bodem R na vedlejsi osu. Ze ziskanych
pravouhlych trojuhelnikd pak jiz lehce ziskdme predpisy pro soufadnice
[z,y] bodu Q, plati x = acost,y = bsint. Zvolime-li za mnoZinu parame-
tru interval (0, ), pak dostaneme parametrické vyjadieni funkce f, jejimz
grafem je ¢ast elipsy nad osou z.

Poznamka: Zkontrolujte si, zda prusecikim A, D, C horni ¢asti elipsy
se soufadnicovymi osami odpovidaji parametry z intervalu (0, 7).
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Obrazek 2.6:

Poznamka: Zjistéte, zda uvedené predpisy vyhovuji explicitnimu vy-

jadreni funkce f:y = 2\/ a? — x2.

Uvedeme si jesté jednu kiivku, ktera se casto vyskytuje v aplikacich. Jde
o tzv. prostou cykloidu, kterou opisuje pevny bod kruZnice, kterd se (bez
skluzu) kutali po pfimce (viz obrazek 2.7) Zvolime-li si za parametr ¢ veli-
kost tthlu, o ktery se otoc¢i kruznice pii pfechodu zvoleného bodu z polohy
Py do polohy P, pak dostavame pro soufadnice [z, y] bodu P vyjadieni

x =|0A| =|0OB| — |AB| = |OB| — |PC| = at — asint,
y=|AP|=|BS|—|CS| =a — acost.

Priklad 2.5.1: Zjistéte, zda rovnicemi
x=2t—1, y=4t+3, t € (—1,1),
je urcena parametricky funkce.

Reseni: Pro t € (—1,1) nabyva proménna z hodnot z intervalu (—3, 1) a pro-
ménné y hodnot z (—1,7). Vyjadfenim parametru ¢ z 1. rovnice a dosazenim do
2. rovnice ziskdme explicitni vyjadieni proménné y jako funkce proménné x, tj.
f:y=2x+5 2z € (—=3,1). Grafem funkce f je Gisecka spojujici bod A = [-3, —1],
ktery odpovida parametru t = —1 s bodem B = [1, 7|, odpovidajicimu parametru
t=1.
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Obrazek 2.7:

Poznamka: Pokud nebudeme znat graf, vznikd otdzka: za jakych pred-
pokladu je dvojici funkei = g(t),y = h(t),t € M uréend parametricky
funkce? Takovou podminku si uvedeme pii vykladu inverzni funkce.

Na zavér si ukdzeme vyuziti parametrického zadani funkce ve fyzice. Uvazujme
vodorovny vrh hmotného bodu. Jde o pohyb slozeny z primocarého pohybu ve
sméru osy x (vodorovného) a z volného padu. Poloha hmotného bodu, uréena
soufadnicemi z a y, je v kazdém case ¢ takova, jako kdyby hmotny bod konal oba
pohyby nezavisle na sobé. Je-li hmotny bod v ¢ase ¢ = 0 v pocatku soutadnic,
plati pro drdhu rovnomérného ptimocarého pohybu s rychlosti ¢, vztah © = ct;
pro volny pad plati y = %gt? Dvojice téchto funkei uréuje dréahu (trajektorii)
hmotného bodu, pficemz parametrem je cas.

2.6 Inverzni funkce

V matematice, fyzice i v technickych predmétech je zcela bézné, ze ze znamych
funkcnich zavislosti, potfebujeme casto vyjadfovat funkéni zavislosti nové na za-
kladé toho, které veli¢iny v daném pfipadé zname a které nezname.
Uvazujeme-li napiiklad rovnomeérné zrychleny pohyb s nulovou pocatecni
rychlosti, pak pro drahu plati s = %at2. Bude-li draha znama konstantni veli-
¢ina, pak pro zrychleni dostaneme zavislost na ¢ase ve tvaru a = 2s/t*. Pokud
budeme naopak zjisfovat c¢as, pak zavislost na zrychleni pfi znadmé draze bude

tvaru t = /2s/a?.
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Priklad 2.6.1: Zabyvejme se nyni podrobnéji témito otdzkami z matematic-
kého hlediska. M&me napiiklad funkci f : y = 2/3 4 2, € (—3,6). Je jasné, ze
funkce f zobrazuje interval (—3,6) na interval (1,4) a grafem funkce f je tisecka.
Vyjadiime-li z funkéniho pfedpisu proménnou x, pak ziskdme predpis © = 3y — 6,
ktery urcuje novou funkci g, kterd kazdému y z intervalu (1,4) pfifadi pravé
takové = z intervalu (—3,6), pro které plati y = x/3 + 2. Funkci g nazyvame
inverzni k funkci f a piseme g = f~!. Pfitom dostdvame

g(f(x)) :3<£+2> — 6=z proz € (—3,6),

3
3y — 6
flo(y)) = —+2=yproye (~1.4).
graficky:
Y v
£ [iy=x3+2&x=3y-6 &

Obrazek 2.8:

eventualné:
-1 -1

f:(=3,6) — (1,4), f':(1,4) — (=3,6).

Chceme-li zakreslit grafy funkei f a f~! do téze kartézské soustavy souradnic
(O; x,y), pak je zapotiebi ve funkénich predpisech nezavisle proménnou oznadit
pismenem z a zavisle proménnou pismenem 7. Proto v zépisu f~': a2 = 3y — 6
provedeme zaménu proménnych x a y a budeme psat f~! : y = 3x—6. Z vlastnosti

[a,b] € Gr f <= [b,a] € Gr f*

plyne, ze grafy funkci f a f~! jsou symetrické vzhledem k piimce y = x
(to znamend, ze body A = [a,b], B = [b, a| lezi na pfimce kolmé k pfimce y = x
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amaji od této piimky stejnou vzdalenost). Pro ndmi zvolenou funkci f(x) = §+2
naptriklad dostaneme

x [[-3]0]3]6] x |1 [2]3]4]

fl) 1 [2]3]4] f=H @)

Nyni se budeme zabyvat podminkou, za které existuje funkce f~! inverzni
k funkci f. ProtoZe f~1 je opét funkce, odpovidd kaZdému y € H(f) prdvé jedno
takové x € D(f), Ze plati f(x) = y. Rikdme pak, Ze funkce f je prostd. Zname-li
graf funkce f, pak tuto vlastnost jednoduse ovérime tim, Ze nejenom kazda pfimka
rovnobézna s osou y protne graf nejvyse v jednom bodé, ale také libovolna primka
rovnobézna s osou x protne graf nejvyse v jednom bodé. Nase ivahy lze shrnout
do nasledujici definice:

l‘
Definice 2.6.1:  Je-li f prostd funkce v D(f), pak k ni existuje inverzni

funkce f~! definovand na H(f), pricemz plati

[z,y]€ Gr f <= [y,2] € Gr f .

Pokud tedy k funkci f existuje v D(f) inverzni funkce f~!, pak plati:

a) D(f™)=H(f), H(f™)=D(f)
b) y=f(f""(y)) prokazdéye H(f),
r=f"Yf(z)) prokazdéx e D(f).

Obrazek 2.9:

Poznamka: Je-li funkce g definovdna na mnoziné M C D(f) a pfitom plati
g(x) = f(x) pro kazdé x € M, pak fikame, ze funkce ¢ je restrikci (zizenim) funkce
f na mnozinu M. PiSeme g = f]|u.
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Priklad 2.6.2: Urcete inverzni funkci k funkci g = f|y, kde M je ,nejvétsi .t
podmnoZina defini¢niho oboru funkce f : y = 22 — 2, v niZ je f prosta. [:

Resent: Z Obr. 2.9 vidime, Ze existuji rovnobézky s osou x, které protinaji graf /
ve dvou bodech. Funkce f tedy neni v D(f) = R prostd. Muzeme se o tom pre-
svédcit také ,algebraicky®. Z rovnice y = 22—2 dostdvame |x| = \/y + 2. Zvolime-

li naptiklad y; = 7, pak rovnici |z| = v/9 vyhovuji &sla 2, = 3, 25 = —3. Ztzime-li
vSak funkci f napifiklad na interval (0, 00), dostaneme funkci g1 = f|(0,0c), ktera
je jiz prosta a muZeme tedy k ni urcit funkci inverzni. Protoze = € (0,00), je

|z| = z atedy x = \/y + 2. Odtud ¢g;* : y = V& + 2. Pfitom
g1 - <OJOO) I <_27OO)7

gt (—=2,00) — (0, 00).

Tomu odpovidaji nasledujici grafy na Obr. 2.10.

y=x

Obrazek 2.10:

N ,"/’.
Cvideni 2.6.1: >

a) Pro funkci f : y = 2% — 2 uréete g, ', kde g, = fl(=so,0) @ nacrtnéte grafy
funkci g» a g5 '

b) Urcete inverzni funkce (existuji-li) k funkcim
2) h(z) =223 -1
(na jejich pfirozenych defini¢nich oborech).
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2.7 Polynomy a racionalni funkce

2.7.1 Polynomy

Pro rozklady racionalnich funkci na parcialni zlomky a urc¢ovani znaménka funkc-
nich hodnot budeme potiebovat umét rozkladat polynomy na souciny polynomi
,CO Mozna nejnizsich moznych stupnua“. Pritom pijde o tzv. redlné polynomy,
kterymi budeme rozumét realné funkce definované v R, majici funkéni predpisy
tvaru

f(.’K) = Pn(x) = anxn + anflxni1 + -t ax+ag= Zakxk,

ay €ER, k=0,1,...,n. Cisla a; nazyvame koeficienty polynomu, ¢islo ag se ¢asto
nazyva absolutnim c¢lenem, nejvyssi mocninu n = stf nazyvame stupném
polynomu a pritom predpokladame, ze koeficient a,, # 0.

V dalsim textu budeme pracovat pouze s redlnymi polynomy a pritom bu-
deme zkracené hovorit jen o polynomu. Pfipomenme si nékteré zakladni operace
s polynomy, s nimiz jste se seznamili jiz na stfedni skole.

Méjme polynomy f :y = Pu(v) = 320y axr®, g : y = Qu(x) = 3 bia'. Pak

definujeme

f(x) +g(z) = Z(ak + by)x" pron >m

(s¢itame koeficienty u odpovidajicich si mocnin),

n

rf(z) = Zrakxk pror € R,
k=0

n+m

k
flz)-g(z) = Z cpx®, kde ¢ = Z a;by_;
k=0 =0

(ndsobime postupné kazdy séitanec prvniho polynomu vSemi séitanci druhého
polynomu). Zfejmé plati
st(f 4+ g) < max(stf, stg),
st(f - g) = stf + stg.
Ukazeme si tyto jednoduché operace na prikladé. Méjme polynomy
f(z) =42® + 82> — v — 2,g(x) =22 + 1.

Pak
f(x) + g(z) = 42® + 82 + v — 1,
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f(x)-g(x) = (42®+82> —2—2)- (2 +1) =
= 8z% + 422 + 162> + 822 — 222 — x — 4z — 2 = 8% + 2023 + 622 — Hx — 2.

Dilezitymi operacemi s polynomy jsou:

l‘
Déleni polynomu: Plati néasledujici tvrzeni:

Tvrzeni: Jsou-li P,,Q,, polynomy stuprii n > m > 0, pak ezistuji prave dva
polynomy H,_.,, R; (stuprii n —m,0 < j < m), pro které plati

Pn:QmHn—m+Rj7tj

P R;
2 =H, .+ =~ pokud Q,(z 0.
0. o P Qm(z) #

Proto pouzivame pro polynomy néazvy: (), —délitel, H,_,,, —podilovy polynom,
R; —zbytek. Je-li polynom R; nulovy, pak fikdme, ze polynom P, je délitelny
polynomem @),,.

Priklad 2.7.1: Jsou déany polynomy P3(z) = 42> + 82% + x — 1, @
Qs(x) = 222 + 1. Vypoctéte
Ps(x)
Q2(z)
Resent:
(42 + 822 + 2 —1) : (222+1) =2z +4 v
—4a3 — 2z
822 —x —1
—822 —4
—r —5
Odtud
4o + 8% +x — 1 o + 4 rz+5
=21 - :
222+ 1 222 +1

O spravnosti vysledku se lehce presvéd¢ime prevedenim pravé strany rovnice na
spolecného jmenovatele.

Rovnost polynomu: Je-li
P,(x) = apx™ + ...+ a1 + ay,

pak P, = Q, jestlizen = mab; = a; proi =0, 1,...,n (tj. koeficienty u stejnych
mocnin jsou si rovny).
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Kofenové vlastnosti realnych polynomii: Ze stiedni skoly jiz znate vzorec
—b++vD ~ —bE Vb —dac
2a B 2a

pro vypodet kotfenti kvadratické rovnice ax? + bx + ¢ = 0, kde a,b,c € R,a # 0.
Vite, ze mlze nastat nékolik variant Teseni:

T2 =

1) Je-li diskriminant D > 0, pak mé& rovnice dva rizné realné koteny zi, xs
(tzv. jednondsobné) a plati az? + bz + ¢ = a(z — x1)(x — z2).

2) Je-li D = 0, pak ma rovnice dva stejné realné koteny z; = x5 (tzv. dvoj-
nasobny kofen z;) a plati ax? + bx + ¢ = a(x — x1)(z — x3) = a(z — x1)%
3) Je-li D < 0 a ptipustime-li, Ze kofeny mohou byt komplexni ¢isla, pak mé
rovnice dvojici (jednonasobnych) komplexné sdruzenych kotfent
briviae—B  —b+iv-D  —b—i/-D
r = = , Tg = ————
2a 2a 2a

a opét plati az® + bx + ¢ = a(x — x1)(x — x2).

O spravnosti uvedenych rozkladid se muzete presvédc¢it roznasobenim pra-
vych stran rozkladti a jejich tpravou na tvar az? + bx + c. Ve tfetim piipadé
vSak vyrazy x — xq1,x — x5 nejsou realné polynomy, ale jejich soucin je jiz redlny
polynom. Proto tyto

polynomy 2. stupné se zapornym diskriminantem jiz nebudeme déle rozkladat.

Vise uvedené varianty si ukazeme na pfibliznych grafech realnych polynomt.

a) ;y b) .‘y , c) ‘y
. T 4]
N 3
—3\ 1 /2 7
_25] . - X 3]
8 % 2 .
kde

b) y=92"— 120 +4=9(x — 2)%,
¢) y:x2_4x+7:(x_2)+3:(5E—(2+73\/§))(1‘—(2—@'\/§))'

Vidite, Ze v redlnych kofenech graf funkce f : y = az? + bx + ¢ protind nebo
se dotyka osy x a funkéni hodnoty v kotfenech jsou tedy nulové. Rovnéz funkéni
hodnoty v komplexnich kotenech jsou nulové, jak se mtizete presvédcit dosazenim
do funkéniho predpisu, graf funkce v tomto pripadé neprotina ani se nedotyka osy
x. Uvedené rozklady nazyvame rozklady na soucin kofenovych ¢initelt. Piejdeme
k presnéjsimu vyjadieni pouzitych pojmi.
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Definice 2.7.1:

e Je-li P, polynom stupné n,n > 0, pak cislo o € R (pFipadné xy € C)
nazveme korenem (nebo téZ nulovym bodem), je-li splnéno P,(x¢) = 0.

o Cislo xy nazveme k—ndsobnym korenem polynomu P, stupné n > 0,

Vijraz x — xg nazyvame korenovym cinitelem.

jestlize plati P,(z) = (z — x0)* - Qn_i(x), pricemz Q,_j (o) # 0.

Uvedeme si jesté prehled kofenovych vlastnosti redlngch polynomi
P,(x) =apz" + -+ a1z + ap stupna n > 1 :

A

V oboru C' méa kazdy polynom n—tého stupné préavé n kofent (pii-
¢emz kazdy kofen je pocitan tolikrat, jakd je jeho nasobnost) a plati
P,(x) =an(x —21) ... - (x — x,). Jde o tzv. rozklad polynomu na sou-
cin korenovych ciniteld.

S kazdym k-—nasobnym korenem a+ib méa polynom také k—nasobny koren
a — ib.

Polynom lichého stupné méa alespon jeden realny koten.

Ma-li polynom P, celociselné koeficienty a; € Z,1 =0,...,n, a je-li celé
¢islo p kofenem polynomu P,, pak p déli koeficient aq.

P.(x) = ap(z—x0)* .. - (z—2,) - ((x—ay)?+b3)1-. . - ((x—a)?+b?)", kde
polynom P, ma realné koreny xq, ..., x, nasobnosti k1, ..., k., komplexni
koteny a; + byt, ..., as + bst nasobnosti Iy, ..., [, pricemz k; + ... + k.+
+20 + ... 4+ 2, = n. Jde o tzv. rozklad v rediném oboru.

Vv Komentar 2.7.1:

1. Je vhodné si uvédomit, ze pro nalezeni rozkladu polynomu v readlném oboru staci,

abychom zadany polynom rozlozili na sou¢in polynomi tvaru
(ex +d)¥, e #0,k € N; (ax? + bz +¢)', a #0,1 € N,D = b? — 4ac < 0.
Za rozklad v realném oboru tedy mutzeme napiiklad povazovat soucin

(22 +1)3(3z — 4)%(22% + = + 1)(32% + 5)°.

. Pro hledéani celoc¢iselnych korenti mizeme také vyuzit tzv. Hornerova schématu.
=(x—c)Hp—1(x) + d,
pfi¢emz pro koeficienty polynomu H,, 1(z) = b, 12" ' + --- + bix + by plati

Délime-li polynom P,, polynomem x — ¢, pak plati P, (x)

schéma
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lan | an]an2]|...[ai]ao
J}:C‘bn_l ‘bn_g ‘bn_g ‘ ‘bo ‘d:Pn(C)
kde
bn—l = An,

bp—2 = cbp—1 + an_1,
bp—3 = cbp—2 + an—a,

bo = ¢by + aq,
d = cbg + ayp.

Je vidét, Ze se s touto tabulkou pohodlné pracuje a lehce se uréi koeficienty
polynomu H,,_;.

O platnosti téchto vztaht bychom se mohli presvédcit napriklad tak, Ze v rovnosti
P,(z) = (x — ¢)H,—1 + d, porovname koeficienty u odpovidajicich mocnin.

Piiklad 2.7.2: Urcete rozklad polynomu (v realném oboru)
Ps(z) =22° + 2* - 52° + 2% —x + 2.

Reseni: Ma-li polynom celoéiselné koieny, pak tyto kofeny déli koeficient
ag = 2. Mohou to byt tedy c¢isla 1, —1,2, —2. Pouzijeme Hornerovo schéma

r=1 213[-2|-1]|-2|0]2=1 je kofen,
Ps(x)=(z—1)(22*+323 —222 —z—2)=(z—1) Hy(z)
r=1 21513 (2|0 x =1 je opét koren,
Ha(z)=(2—1)(2234+522+3x+2)=(z—1) H3(x)
r=—-112]3]0 |2 |-2 x = —1 neni kofen
r=-2|2]1|1 |0 x = —2 je koren
Hs(z)=223+522+3z+2=(z+2) (222 +z+1)

Vysledek je Ps(x) = (x — 1)*(z +2)(222 + 2 + 1).

Priklad 2.7.3: Urcete rozklad polynomu Py(x) = 4z* + 322 + 1.
Reseni: Je jasné, Ze polynom nemé reilné koteny. Zkusime ho rozlozit na

soucin polynomu 2. stupné uzitim aprav (bez vypoc¢tu komplexnich kofeni). Jisté
plati Py(x) = (222 +1)2 — 22 = 22> + 2 + 1)(22* —x + 1).

Znaménko polynomu

P1i vysSetfovani pribéhu funkci budeme potiebovat casto urcit znaménko poly-
nomu. Je vidét, Ze na zménu znaménka polynomu maji vliv pouze redlné koreny
liché ndsobnosts.




2.7 Polynomy a racionalni funkce 33

Priklad 2.7.4: Urcete znaménko polynomu @

Ps(z) = (z — 1)*(x + 2)(22* + x + 1).

Reseni: Redlné koteny polynomu jsou z; = 1 (dvojnésobny, znaménko se
neméni), o = —2 (jednondsobny, znaménko se méni). Napiiklad Ps(0) =2 > 0

urc¢i znaménko polynomu v intervalu obsahujicim bod 0.

znam Ps(x) — i + -

—2 1

%
Cviceni 2.7.1: Urcete rozklad v redlném oboru a znaménko polynomu: %
a) f(z)=32%—822+ Tz —2,b) g(x) =123+ 222+ 2z + 4,
c) h(z)=8z*+22*>—1,d) k(z)= 62"+ Tz%+2.

2.7.2 Racionalni funkce, rozklad na parcialni zlomky.

l’
Definice 2.7.2: Raciondlni funkci nazyvdme podil dvou nenulovych polynomi
P,/ Q, stuprii m,n. Pokud m < n, jde o tzv. ryzi funkci, jestlize m > n, jde o
tzv. neryzi racionalni funkci.

JAN

Plati:

1. Kazd4 neryzi racionalni funkce je bud polynom nebo se da vyjadrit
jako soucet polynomu a ryzi racionalni funkce.

2. Kazdou ryzi raciondlni funkci P,,/Q, lze rozlozit na soucet parcialnich
zlomk.
Jestlize se v rozkladu polynomu Q,, vyskytuje polynom (ex + d)*, kde
e # 0, pak mu v rozkladu racionalni funkce P,,/@, odpovida soucet
k parcialnich zlomka tvaru

1 + Cy + + L
ex+d (ex + d)? (ex + d)F

Pokud v rozkladu polynomu @, je polynom tvaru (az? + bx + c)!, kde
a # 0, diskriminant D < 0, pak mu v rozkladu odpovida soucet [ par-
cidlnich zlomk:

Alx + Bl AQI + B2 i i AllL‘ + Bl
ar? +bxr +c  (ax?+br + c)? (ax? 4+ bx 4+ c)b
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Priklad 2.7.5: RozloZte racionalni funkci

22 — 42?4+ 5z + 1 Py(z)

f(x):2x4_3x3+x2—x+1 :Q4(5L">

na soucet polynomu a parcialnich zlomk.

Reseni: Zadand racionalni funkce neni ryzi a proto nejprve polynomy podé-

lime. Dostaneme
33 — 522 + 62

fla) =1+ 20t — 33+ a2 —ax+1
Nyni nalezneme rozklad polynomu ()4, ktery je ve jmenovateli. Nejprve pomoci
Hornerova schématu otestujeme, zda nékteré z ¢isel 1, —1 (délitelé absolutniho
¢lenu) je kofenem polynomu @)y.

z=—-112-5]61-7T|8]| x=—1 neni kofen
z=1 21-110]-1]0|2=1jekoren

Celkem tedy plati Q4(z) = (z — 1)?(22® + z + 1). Tomuto rozkladu odpovida
soucet parcialnich zlomkt
323 — 5% + 6x A B Cz+ D

2x4—3x3+x2—x+1:x—1+(9c—1)2+23:2+x+1'

Prevedeme-li pravou stranu rovnice na spole¢ného jmenovatele, dostaneme nasle-
dujici rovnost citatel

37° —52® + 6v = Az — )22 + 2+ 1)+ B(22* + 2+ 1) + (Cx + D)(z — 1)%

Jde o rovnost polynomt, vyuzijme tedy toho, ze koeficienty u stejnych mocnin se
musi rovnat a souc¢asné porovname funkéni hodnoty v redlném kofenu 1 polynomu
(4. Dostaneme
r=1: 4=4B — B=1
3 3=2A+C
20 0=—-A+B+D
r?: —5=-A+2B—-2C+D.

2A4+C = 3
—A+D = -1
—A-204+D = -T.
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Resenim tohoto systému je A =0, C =3, D = —1. Plati tedy rozklad

1 n 3r —1
(x—1)2 222+x+1

flz) =1+
O spravnosti rozkladu se mizeme presvédcit sectenim pravé strany.

Poznamka. Uvedeny rozklad racionalni funkce ndm pozdéji umozni

jeji jednoduché zintegrovani.

Znaménko racionalni funkce

l‘
Znaménko racionalni funkce f(z) = P, (z)/Qnx, kde polynomy P,,, ), nemaji
spole¢né koteny, uré¢ime analogicky jako znaménko polynomu. Staci si uvédomit,
Ze na zménu znaménka funkce f budou mit opét vliv pouze redlné koreny liché
ndsobnosti citatele a ymenovatele. Kofeny jmenovatele ovsem nejsou v defini¢nim
oboru funkce f.

Priklad 2.7.6: Urcete znaménko racionalni funkce @

(22 — 1)*(3z + 4)*(22* + 1)

e P [y

Re$eni: Redlné kofeny polynomu jsou z; = 1/2 (trojnasobny, znaménko se
méni), xs = —4/3 (dvojnésobny, znaménko se neméni), x3 = 2 (jednondsobny,
znaménko se méni). Napfiklad f(0) = 8 > 0 uréi znaménko polynomu v intervalu

obsahujicim bod 0.

znam f(z) i i — * -

|
SIS
N[

%4
Cviceni 2.7.2: Urcete rozklady racionalnich funkci na parcialni zlomky nebo %
na soucet polynomu a parcialnich zlomki:

) 4 — g3 b) T+ 2
a e —
43 4+ Tx?2 — 227 x3 — 2x2’
) 23 +3x—2 d) 2+ 32 + 423 + 822 + 6 + 4
c

x4+ 322+ 4 rr 4+ 223 + 22 + 4o + 4
O spravnosti vysledku se presvédéte zkouskou (prevedenim vysledku na spoleé-
ného jmenovatele).
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2.7.3 Testovaci ulohy

AUTOTEST 2.7.1:

Polynom, racionalni funkce, parcialni zlomky.

’ ‘ funkce ‘ a ‘ b ‘ c
1. | ¢islo —1
je kofen polynomu
r)=a3 422 -2 -1 jednonéasobny dvojnasobny neni kofen
J y
2. | cislo 1
je kofen polynomu
f(x) =23 —-322+3x—1| jednonasobny dvojnasobny trojnésobny
3. ﬁw je parcialni neni parcialni je ryzi
zlomek zlomek rac. funkce
4. gg je parcialni je ryzi je neryzi
23— 3%+ 3z -1
zlomek rac. funkce rac. funkce
d. m je parcialni neni parcialni jmenovatel neméa
zlomek zlomek realny koren
6. m je parcialni neni parcialni jmenovatel neméa
zlomek zlomek realny koren
7. m je parcialni rozklada se na rozklada se na
A B A B
zlomek 5l T 322 51 T 3at2
x A B A B C A B
8 | By a1 1 T -1 it ey Tt | 1 T e
se rozklada na soucet
parcialnich zlomku
1 A Bz+C A Bz+C A B
9. Be—1)2- 22+ 1) 51T (Ba1)? Ge1? T 22741 3o-1 T Ba-12 T
se rozklada na soucet +§)Z€j_? +§;2++lf
parcidlnich zlomkt
1 : A Tni Az+B | Cz+D A B
10. 5T - 522 1 2 je parcidlni 2;24-1 + x§+2 52 T 243

se rozkladé na soucet
parcialnich zlomkt

zlomek
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2.8 Elementarni funkce

2.8.1 Goniometrické funkce

l‘
Mezi zékladnimi funkcemi znamymi ze stiedni Skoly jsou goniometrickée funkce.
Pripomeneme si nékteré zakladni vlastnosti téchto funkci a uzite¢né vzorce.

sinus, f:y =sinz

kosinus, f:y = cosx

D(f) =R, H(f) = <_171>’
funkce je licha na D(f),
periodickd na R s periodou 2,
rostouci na kazdém intervalu

(—m/2 4 2km, /2 + 2km), k € Z,

klesajici na kazdém intervalu
(m/2 4 2km, 37w /2 + 2km), k € Z

D(f) =R, H(f) = <_171>7

funkce je suda na D(f),

periodickd na R s periodou 2,
rostouci na kazdém intervalu

((2k + V)7 + 2km, (2k + 2)7 + 2k7),
ke Z,

klesajici na kazdém intervalu

(2km + 2km, (2k + )7 + 2km), k € Z.

y=Cosx

y=sinx

Obrazek 2.11: Funkce sin x, cos x

Napriklad pro integrovani budeme pouzivat néasledujici vzorce:

sin(zy £ xq)
cos(ry £ )
sin 2z

cos 2x

1

sin? x

COS2 T

sin xy cos x5 £ cos x1 sin T
COS T1 COS T9 F sin 1 sin x»
2sinx cosz,

cos® x — sin? z,

cos® z + sin® z,

1 —cos2z
2 )

1+ cos2z
5 .
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N

] .
sin x

Cos Xx

Obrazek 2.12:

/3 Tn/12 5m/6
~/6 /12

Obrazek 2.13:

Spolu s periodicitou funkei sin, cos jsou ¢asto vyuzivany funkéni hodnoty v ar-
gumentech 0, 7/6,7/4, 7/3, 7/2, viz nasledujici tabulka a vyuziti jednotkové kruz-
nice (2.12)

z||0] 7/6 | 7/4 | /3 |n/2
sinz | 0] 1/2 [v2/2]v3/2] 1
cosz || 1]+3/2[v2/2| 1/2 | 0

@ Piiklad 2.8.1: Nakreslete graf funkce f :y = 3sin (2z + 7/3) .
Resent:
v/ 1. FeSeni. Zjistime si interval, ktery vnitini slozka g(x) = 2z + 7/3 zobrazi
na zékladni interval periodicity funkce sinus, tj. (0,27), a takové hodnoty nezavisle
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proménné x, pro které funkce g nabyva ,dalsich vyznacénych hodnot“ /2,7, 37 /2.

Dostaneme néasledujici tabulku:
20+ 7/3 0 /2 | w™ | 3n/2 | 2w

x| —n/6|7w/12 | /3 | Tw/12 | b7 /6
3sin (22 + 7/3) 0 3 0 -3 0

Vidime, ze g : (—7/6,57/6) — (0,27) a funkce f ma periodu 7. (Obr. 2.13)

\/ 2. feseni. Vyjdeme z grafu funkce a) x — sinx v intervalu (0, 27) (délka jedné

zakladni periody).
Postupné ziskdvame grafy (2.14): /

e b) sin (z 4+ 7/6), posunuti (translace) o —m/6 ve sméru osy z,

e ¢) sin2(x 4 7/6), stazeni (kontrakce) 1/2-krét vzhledem k ose z,

e d) 3sin2(x 4+ 7/6), roztazeni (dilatace) 3—krat ve sméru osy y.

1
2n |/\ a6 11n/6

0 ! ‘
- N —m’ﬁ‘ 21/6 5ﬁ%\/
a) -1
b)
3L
1
/12 56 57/6
| | + t
_ ' / ' /6
/6 12 T
S
D) 3L g

Obrazek 2.14:

Vv Komentar 2.8.1: Funkce tohoto tvaru se vyskytuji pfi studiu tzv. harmonic-
kych kmitt, kde se pouziva ¢asto oznaceni Asin (wt + ¢p) a nasledujici terminologie:

Yo pocatecni faze kmitavého pohybu
A amplituda vychylky
w uhlova (kruhova) frekvence

T =2r/w perioda pohybu
f=1/T  frekvence kmitavého pohybu
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tangens, f:y=tgx

kotangens, f:y = cotg x

D) =R - (@ + D5:keZ), HJ) =K
licha,

ryzi perioda T,

rostouci na kazdém intervalu

(—7/2+4 kn,m/2+ kn),k € Z,

D(f) =R —{km;k € Z}, H(f) =R,
licha,

ryzi perioda T,

klesajici na kazdém intervalu

(km,(k+ 1)), k € Z,

Dilezité vztahy (pro pfipustné z) jsou napiiklad

i 1
tg x = smx’ cotg x = ——, tg (v1 £ x9) =

cosT tg x

Uvedeme si grafy obou funkci v Obr. 2.15

tg(lflitgl’g
1Ftgz-tg ao

fiy=cotgx

Obrazek 2.15: Funkce tg x, cotg z.




2.8 Elementarni funkce 41

2.8.2 Cyklometrické funkce

Cyklometrické funkce jsou inverzni funkce ke goniometrickym funkcim zizenym
na konkrétné vybrané intervaly, v nichz jsou ryze monoténni.

A

Funkce :
arkussinus arcsin, arkuskosinus arccos, arkustangens arctg, arkuskotangens
arccotg, jsou definovany takto:
arcsin = (8in /(_n/2,7/2)) "
arccos = (cos /(o.x) ",
arctg = (tg/(,ﬂ-/g,ﬂ./g))fl,
arccotg = (cotg/o.m) '

A
arkussinus, f :y = arcsin x \ arkuskosinus, f:y = arcos x
D(f) = <_171>’ H(f) = <_7T/277T/2>’ D(f) = <_1>1>’ H(f) = <0’7T>7
licha, ani licha ani suda,
rostouci na D(f) klesajici na D(f)
Zakladni funk¢ni hodnoty:
1] v2 |3
cfolj | ¢[¢]1
arcsmxHS\%‘ % ‘ g—r ‘%
arccos v [ 5[5 F | § [0
3|7 Y
/2
¥ = arcsin x
21 y=sinx
¥ Y= arcosix
1
-1 17
|
A 1 ANE! G
¥ = cos
1 -m/2

Obrazek 2.16:

arkustangens, f:y = arctg x \ arkuskotangens, f:y = arcotg x
D(f):R’ H(f):(_ﬁ/277r/2)7 D(f):R’ H(f):(ovﬂ)’

licha, ani lich4 ani suda,

rostouci na D(f) klesajici na D(f)
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Zékladni funkéni hodnoty:

AR ARE
arctg z |0 | & | 7| 3
arccotg | 5| 5 | 1| §
y
M y =
y = arccotg x \
\ y=mu
£ )= arctg x
\ Y g
0 %
y=-n2

Obrazek 2.17:

@ Priklad 2.8.2: Je déna funkce f : y = 1 + sin (22 — 7). Urcete g~! k funkci
g = f/m, kde M je maximalni (,nejvétsi“) podmnozina ptirozeného defini¢niho
oboru funkce f, v niz existuje k této funkci funkce inverzni.

Reseni: Vime, Ze inverzni funkci k funkci sinus je funkce arkussinus, pii-
Cemz sinus uvazujeme zUzeny na interval (—m/2,7/2). Pro funkci g bu-
deme proto pozadovat splnéni nerovnice —7m/2 < 2z — 7 < w/2, tj.
7/2—m/4 <x<T7/24m/4. V tomto intervalu je funkce ryze monoténni a plati
‘/ f:(7/2—7/4,7/2 4+ 7w/4) — (0,2). Dale plati postupné y — 1 = sin (2z — 7) <
2z — 7= arcsin (y — 1) < = 1 (7 + arcsin (y — 1)) a tedy (viz obr. 2.18)
gliy= %(7—1— arcsin (z — 1)), pfidemz ¢! : (0,2) — <% -z g + §> )
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3/ = (7 +arcsin(x - 1))/12

y=1+sin2x-7)

2 3

Obrazek 2.18:

2.8.3 Exponencialni a logaritmické funkce

exponencialni funkce o zékladu a
flx)=a", a€R, a>0,a#1

logaritmicka funkce o zakladu a
g(x) =log,z, a€R, a>0, a#1

D(f) =R, H(f) = (0,00),
a > 1= f je rostouci,

0 <a<1= fjeklesajici na D(f).

D(g) = (0,00), H(g) =R,
a > 1= g je rostouci,
0 < a < 1= g je klesajici na D(g).

Pro vsechna xy, x5 € R plati :
q®1tr2 — g7 . a*?,

a®lT%2 — axl/aasz’

(azl)ﬂw = q%1%2

Pro vSechna x4, 2, € (0, 00) plati :
log, (71 - x2) = log, 1 + log, @2,

log, x1/x9 = log, x1 — log, x2,

log, 2% = k -log, 1, k € R,

log, 1 = log, 1/ log, b

proa,beR, a>0, b>0, a#1#b.

O<a<l

}V—lagax

a>1

O<a<l

Obrazek 2.19:
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Vv Komentar 2.8.2:

1. Logaritmickou funkci o zakladu a nazyvame inverzni funkci k funkci exponenci-

alni o zéakladu a, tj. plati

y =log, r <= x = a’.

2. Vlastnosti logaritmické funkce plynou z vlastnosti exponencialni funkce.

3. Logaritmus o zdkladu e = 2.71 ... se nazyva prirozeny logaritmus a znadci se In x,
logaritmus o zdkladu 10 se nazyva dekadicky logaritmus a znaci se logx.

y=e
a1
)

2
/,/ y=Inx
2 -1 0 1 2 3 L)

=21

_4__

Obrazek 2.20: Funkce e*, Inx

2.8.4 Mocninna funkce

’ mocninna funkce o exponentu a : h(zx) =z% a € R, a #0. ‘

D(h) = (0,00), H(h) = (0,00),

a > 0= h je rostouci na D(h), a < 0= h je klesajici na D(h).

Pro v8echna z1,x9 € (0,00) plati : (1 - 29)® = 21% - 2%, (x1/22)" = 21"/ 22",

Defini¢ni obor mocninné funkce lze rozsitit, omezime-li hodnoty exponentu a.

Napriklad:

e pokud a € N, pak D(h) =R,

e jestli

(1) a €Z,a<0,pak D(h) = (—00,0)U (0, 00),
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Obrazek 2.21: Funkce 2°

(1) a € Q, a=m/n, mn nesoudélnd, m € Z, n € N; n liché, pak pro

x m>0je D(f) =R,
x m < 0je D(h) = (—00,0)U (0, 00).

2.8.5 Hyperbolické funkce

l‘
V aplikacich se Casto puzivaji hyperbolické funkce, které jsou definovany takto:

A

1. hyperbolicky sinus: sinhz = (e* —e™7)/2,
2. hyperbolicky kosinus: coshz = (e + e %)/2,
3. hyperbolicky tangens: tgh x = sinh x/ cosh z,

4. hyperbolicky kotangens: cotgh x = cosh x/sinh z,
A

Jejich nazev odpovida tomu, zZe jejich uzitim lze parametrizovat hyperbolu.

hyperbolicky sinus: f(z) = sinhz, ‘ hyperbolicky kosinus: g(z) = coshz

D(f) =R, H(f) =R, D(g) =R, H(g) = (1,00),
licha, suda,
rostouci, klesajici v (—o0, 0), rostouci v (0, c0),

Grafem funkce hyperbolicky kosinus je tzv. fetézovka (tvar ohebného vldkna
zavéSeného ve dvou bodech).
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y=coshx

y =sinhx

Obrazek 2.22:

hyperbolicky tangens: h(x) = tgh z, \ hyperbolicky kotangens: u(x) = cotgh =

D(h)=R, H(h) =(-1,1),
licha,
rostouci,

D(u) =R — {0}, H(g) = (—00,—1)U(1,00),
licha,
klesajici v (—o0,0), klesajici v (0, 00),

Nyni si uvedeme stru¢ny vybeér nejzakladnéjsich vztahi mezi hyperbolickymi
napriklad pozdéji pfi integrovani funkeci.

funkcemi, které je mozno vyuzit

cosh? z; — sinh? 2,
sinh(z; £ z3)
cosh(zy £ z7)

sinh 22

cosh 2z

1

sinh x; cosh x5 & cosh x; sinh x4
cosh x1 cosh x5 &£ sinh 1 sinh x5
2 sinh z1 cosh 21,

sinh? z; 4 cosh? z;.

Uvedené vztahy si 1ze ovérit vyjadfenim a Gpravami odpovidajicich vztahi s ex-

ponencialnimi funkcemi.

A

LA Cvigeni 2.8.1:  Ovéite platnost vztahu cosh? 2, — sinh® z, = 1. (Pozor na od-
lisnosti s podobnymi vztahy platnymi pro goniometrické funkce.)

2.8.6 Hyperbolometrické funkce

l’
Na zavér prehledu elementarnich funkci se jesté struc¢né zminime o tzv. hy-
perbolometrickych funkcich, coz jsou inverzni funkce k funkcim hyperbolickym
v intervalech ryzi monotonie. Definujeme:
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4_
y=tghx
1 2
DEW
3 2 7 i 2 3 a 5 3 A
5
-1
41 ¥y =cotgh x _
2.

Obrazek 2.23:

argsinh = (sinh)™!, &teme: argument hyperbolického sinu

argcosh = (cosh /(9 o0)) ", Cteme: argument hyperbolického kosinu
argtgh = (tgh)™!, ¢teme: argument hyperbolického tangens
argcotgh = (cotgh)™!, ¢teme: argument hyperbolického kotangens.

A
Vime jiz, ze hyperbolické funkce byly definovany pomoci funkci e” a e™*. D4
se ukdzat, ze hyperbolometrické funkce lze vyjadrit pfirozenymi logaritmy (tj.
inverznimi funkcemi k funkcim exponencialnim).
Plati

argsinh  =In(x + V22 + 1), z €R,

argcosh z = In (z + Va2 — 1), z € (1,00),

argtgh z = JIn 2z € (—1,1),

argeotgh = s In £ 2 € (—oo0, —1) U (1, 00).

rx—17?
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) y =sinhx o v =coshx
4_ }J — x 5—
J'r = x
2 .
y = argsinh x
3.
- -4 2 2 4 il
-2 21
. y = argeosh x
-4
: 12 3 4 5 B
Obrazek 2.24:
y = argtgh x y = argeotgh x
1.5 Fe2
1
o y=tghx
3 i 2

Obrazek 2.25:
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2.8.7 Testovaci ulohy

AUTOTEST 2.8.1: Inverzni funkce.

funkce f defino-
vana na intervalu
inverzni funkce g k funkci f
[ | a | b | c

1| f(z)=22-3 g(x) = xTH neexistuje g(z)=—-2x-3
x € (1,4) x € (—1,5) x € (—1,4)

2| flz)=vVz+2 g(z) =22 +2 g(z) =22 -2 g(z) =22 -2
x € (—2,00) x € (6,00) zeR x € (0, 00)

3| f(z)=222-1 glz) = YL ;— 1 neexistuje glz) = YL —2|— 1
reR x € (—1,00) x € (—1,00)

4| f(z)=222-1 g(x) = YL ;L 1 neexistuje g(x) = =YL ;L 1
x € (—00,0) x € (—1,00) x € (—1,00)

5| fla) = e g =t | g =L1tma) | gl) =i
reR z€R x € (0,00) x € R—{0}

6 | f(z)= sirg(2a: — 1) || g(x) = arcsin (ga: -7 neexistuje g(x) = & + j arcsinz
T < <_%a ?ﬂ—> T € <_%7§ﬂ—> T e <_171>

7| f(x) =sin(2x — §) || g(x) = arcsin (22 — J) neexistuje g(x) = Z + jarcsinz
re(-%5,5) z € (—1,1) z e (—1,1)
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AUTOTEST 2.8.2: Vztahy mezi elementarnimi funkcemi

’ \ pro x H a b c
1 reR cos?z —sin®z = 1 cos 2x 1 —sin®z
2 |zeR cosh? z — sinh® 2 = 1 cosh 2z 1 —sinh®z
3 |zeR cos?z = || 2(1 - cos2z) 1(1 + sin2z) 1(1 + cos2z)
4 |zeR V1= cos2z —sin’x =sinz =cosz = |sin z|
5 |zeR sinz = || 2sin%cos¥ 2sin £ sin (5 + %)
.20 . 2 2z l—cosz
6 |zeR sin” § = sin %~ 1 —cos® 5 =R
7T |zeR sin (2z —7/2) = || 2sin(x — 7/4) —cos 2z —1+sin2z
x>0
_ Ina T Inz
8 |a>0 log,z = Iz In 7 Ina
a#1
r1,T9 >0
9 [a>0 log, (z1 - x2) = || log,(x1 + z2) | log,x1 + log,x2 | log,z1 - log,z2
a#1
rzeR
10| z#0 Inz? = 2Inz In 2z 21n |z|
11 | 21,22 €R lor @] || = o]+ 22| | = ol + o2l | < o]+ |22
12 | z € (—2,0) |z —2|—15—z| = -3 20 -7 7T—2x
13 | z € (o0, —1) V1—222+ 24 = neni def. | 1—2?
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2.9 Kontrolni otazky

Kdy hovofime o explicitnim zadani funkce f ?

Co je to ptirozeny defini¢ni obor funkce?

Jak je definovana absolutni hodnota realného ¢isla?

Uvedte zékladni vlastnosti, které plati pro absolutni hodnotu.

Kdy fekneme, ze je funkce f na mnoziné M C D(f) rostouci (klesajici)?
Které funkce nazyvame ryze monoténni na mnoziné M ?

Jak definujeme sudost a lichost funkce?

Kdy o funkci fekneme, Ze je periodicka na M s periodou p 7 Co je to zakladni
perioda?

Kdy hovofime o parametrickém zadéani funkce f 7 Uvedte piiklady.

Kdy fekneme, ze funkce f~! je inverzni funkei k funkci f na mnoZiné M ?
Co plati pro grafy funkci f a f=17?

Co rozumime realnym polynomem n—tého stupné?

Kdy fekneme, Ze ¢islo g je k—nasobnym kofenem polynomu stupné n ?
Vysvétlete, co rozumime rozkladem realného polynomu v redlném oboru.
Jaké body maji vliv na znaménko realného polynomu?

Jaké druhy racionalnich funkci znate?

Jaké znate typy parcidlnich zlomk?

Vysvétlete, jak se rozklada ryzi racionalni funkce na parcialni zlomky:.

Co jsou to cyklometrické funkce? Jak jsou definovany? Nakreslete jejich
grafy.

Uvedte definice hyperbolickych funkci a nacrtnéte jejich grafy.
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2.10 Kili¢ a vysledky cviceni
Cviceni 2.2.2
—4x—1 pro z € (—o0;—2)

a) f(r)=< —2x+3 pro z€(-2;1/3)
dr+1 pro x € (1/3;00)
4 pro z € (—o0;—3/2)
b) f(xr)=4 —4x—2 pro =z € (-3/2;1/2)
—4 pro z € (1/2;00)

22 -1 pro x € (—oo;—1)U(1;00)
c) f(x)Z{l_q;Z gro r e (—1;1)

Cviceni 2.3.1
a) h(z)= Va3, kiz)=1+/(x—1)
b) hz)=-1—e? kiz)=2+ers
Cviceni 2.3.2
1) (~3.3)
2) 4a +2h+3

Cviceni 2.6.1
a) g iy=—V2+x € (—200)

bl) fliy=(x+2)? x€(—o00;—2)

b2) h_lzy:f/%ﬂ,l‘ER

Cvideni 2.7.1

Uvedeme pouze rozklady polynomt v realném oboru, z nichz se pozadovana
znaménka jiz lehce urci.

a) f(z)=Bz—2) (22— 1)
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b) g(z) = (z+2) (2* +2)
c) hz)=02x+1)-2x—-1) (222 +1)
d) k(z)=(322+2)- (22 +1)

1 2 % 2
a) —g-rtmoTtay
) 3 dsd
c) T 1
2—r+2 224+xr+2
1 1 r—1

Autotest 2.4.1
1b, 2c, 3c, 4c, bb, 6b i 6¢

Autotest 2.7.1
1b, 2¢, 3b i 3¢, 4c, ba i 5¢, 6b i 6¢, 7c, 8b, 9¢, 10b

Autotest 2.8.1
la, 2¢, 3b, 4c, 5b, 6¢, Tb

Autotest 2.8.2

1b, 2a, 3c, 4c, ba i 5¢, 6¢, Tb, 8c, 9b, 10c, 11c, 12a, 13b
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